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Fibonacct
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Fibonaccr

X = abaababaabaababa - - -

Jazyk Fibonacciho slova (mnozina faktori x) je Sturmovsky jazyk.

Sturmovsky jazyk £ C A* je faktorova mnozina tak, ze C(n) = Card (LN A") = n+ 1.
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2-kodovany Fibonacci

X = ab aa ba baabaababa ---
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2-kodovany Fibonacci

X = ab aa ba ba ab aa ba ba ---
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2-kodovany Fibonacci

X = ab aa ba ba ab aa ba ba ---
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2-kodovany Fibonacci

X = ab aa ba ba ab aa ba ba

f_l(x): VUWWVUWW
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Arnouzho-Rauzyho jazyky

Arnouxho-Rauzyho jazyk je faktorovd mnozina takova, Ze je uzavrena na reverzi, C(n) =
(Card (A) —1)n+1 a pro kazdou délku ma pravé jeden pravy specialni faktor.
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Definice

Arnouxho-Rauzyho jazyk je faktorovd mnozina takova, Ze je uzavrena na reverzi, C(n) =
(Card (A) —1)n+1 a pro kazdou délku ma pravé jeden pravy specialni faktor.

Priklad (Tribonacci)

Faktory pevného bodu ¥“(a) morfismu ¢ :a+> ab, b bc, c+— a.

n: 0 1 2 3
C(n): 1 3 5 7
C(n)=2n+1

FranceEsco DoLce (CVUT) DENDRICKE JAZYKY A NAVRATOVA SLOVA 27. CERVNA 2021 5/27



2-kodovany Fibonacci
FIx)= vuowwvuww ---

Je mnozina faktorti f~*(x) Arnouxho-Rauzyho jazyk?
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2-kodovany Fibonacct
FIx)= vuowwvuww ---

Je mnozina faktorti f~*(x) Arnouxho-Rauzyho jazyk?

C(n)=2n+1
n: 01 2 3 4
Cn): 1 3 5 7 9
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2-kodovany Fibonaccs
Flx)= vuwwvu

Je mnozina faktorti f~*(x) Arnouxho-Rauzyho jazyk? Nel!

C(n)=2n+1
n: 01 2 3 4
Cn): 1 3 5 7 9
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Viymena intervalid

Necht (/a)aca @ (Ja)aca jsou dvé déleni intervalu [0, 1[.
Transformace vymény intervalii je zobrazeni T : [0, 1[— [0, 1]

T(z)=z+y. ifz€l,.

Ia /b lc ld
@ @ O @ O
T M ‘
@ O L @ O
Jb Jc Ja Jd
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Viymena intervalid

Necht (/a)aca @ (Ja)aca jsou dvé déleni intervalu [0, 1[.
Transformace vymény intervalii je zobrazeni T : [0, 1[— [0, 1]

T(z)=z+y. ifz€l,.
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Viymena intervalid

T je minimalni pokud pro jakykoli bod z € [0, 1[ je orbita O(z) = {T"(z) | n € Z} husta
mnozina v [0, 1[.

T je regularni, pokud jsou orbity nenulovych separaénich bodii nekonecné a disjunktni.

Véta [Keane (1975)]

Regularni transformace vymény intervalt je minimalni.
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Viymena intervalid

T je minimalni pokud pro jakykoli bod z € [0, 1[ je orbita O(z) = {T"(z) |n € Z} husta
mnozina v [0, 1[.

T je regularni, pokud jsou orbity nenulovych separacnich bodii nekoneéné a disjunktni.

Véta [Keane (1975)]

Regularni transformace vymény intervalt je minimalni.

Priklad (obracené neplati)
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Viymeéna intervali

takové, ze

Prirozené kédovani T vzhledem k z € [0, 1] je nekoneéné slovo ¥ 7(z) = apar --- € A
a, =«

if T"(2) € I
Piiklad (
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Fibonacci, z = (3 —/5)/2)
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takové, ze

an =

Priklad (

Viymeéna intervali

if T'(2) € .

Prirozené kédovani T vzhledem k z € [0, 1] je nekoneéné slovo ¥ 7(z) = apa; - - - € A*

Fibonacci, z = (3 —/5)/2)
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Viymeéna intervali

takové, ze

an =
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Viymeéna intervali

takové, ze

an =

if T'(2) € .
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Viymeéna intervali

takové, ze

an =

if T'(2) € .
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Viymeéna intervali

takové, ze

an =
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Viymeéna intervali

Prirozené kédovani T vzhledem k z € [0, 1] je nekoneéné slovo ¥ 7(z) = apa; - - - € A*
takové, ze
an=a if T"(2) € l..
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Viymeéna intervali
Jazyk L(T) = U Fac (X7(z2)) jejazyk pro (minimalni, regularni) vyménu intervald.
z€[0,1]

Poznamka. Pokud T je minimalni, Fac (X 7(z)) nezavisi na bodé z.

Priklad (Fibonacci)
a
®
T (
®

b
@
b

L(T) = {5, a,b, aa,ab,ba, aab, aba, baa, bab }
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Viymena intervalid

Jazyk L(T) = U Fac (X7(z2)) jejazyk pro (minimalni, regularni) vyménu intervald.
z€[0,1]

Poznamka. Pokud T je minimalni, Fac (X7(z)) nezavisi na bodé z.

Priklad (Fibonacci)

a b
[ O O
T(
O @ O

b a

L(T) = {5, a,b, aa,ab,ba, aab, aba, baa, bab }

Jazyky pro regularni vyménu intervaléi maji C(n) = (Card (A) — 1)n + 1.
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Arnouzho-Rauzyho a Vimeéna intervali

C(n) = (Card (A) —1)n+1

Rauzyho

regularni
vymeény
intervald
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Arnouzho-Rauzyho a Vimeéna intervali

C(n) = (Card (A) —1)n+1

Rauzyho

regularni
vymeény

intervald

Francesco DoLce (CVUT) DENDRICKE JAZYKY A NAVRATOVA SLOVA 27. GERVNA 2021

11 /27



Rozsitugici grafy

Rozsirujici graf slova w € L je neorientovany bipartitni graf £(w) s vrcholy L(w) U R(w)
a hranami B(w), kde

Lw) = {ueAluwe L}
R(w) = {veAlwvelcl}
B(w) = {(u,v)e Ax Aluwv € L}

Priklad (Fibonacci, £ = {e, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . . .})

&(e) &(a) £(b)

& o O

o (=) = £ DA
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Rozsitugici grafy
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Rozsitugici grafy

Rozsirujici graf slova w € L je neorientovany bipartitni graf £(w) s vrcholy L(w) U R(w)
a hranami B(w), kde

Lw) = {ueAluwe L}
R(w) = {veAlwvelcl}
B(w) = {(u,v)e Ax Aluwv € L}

Multiplicita slova w je pocet

m(w) = Card (B(w)) — Card (L(w)) — Card (R(w)) + 1.

Priklad (Fibonacci, £ = {e, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . . .})

) £(a) £(v)
G @ ©
0 @ GAO mia)=3—-2—-2+1=0

o &5 = = = Al
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Dendrické a neutrdlni jazyky

Jazyk L je dendricky pokud je graf £(w) stromem pro libovolné w € L.

Dendrické
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Dendrické a neutrdlni jazyky

Jazyk L je dendricky pokud je graf £(w) stromem pro libovolné w € L.
Jazyk L je neutralni pokud ma kazdé slovo w multiplicitu m(w) = 0.

Dendrické
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Dendrické a neutrdlni jazyky

Jazyk L je dendricky pokud je graf £(w) stromem pro libovolné w € L.
Jazyk L je neutralni pokud ma kazdé slovo w multiplicitu m(w) = 0.

Dendrické

Arnouxho-

Rauzyho

[ Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone: “Acyclic, connected and tree sets” (2014). ]
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Dendrické a neutrdlni jazyky

Jazyk L je dendricky pokud je graf £(w) stromem pro libovolné w € L.
Jazyk L je neutralni pokud ma kazdé slovo w multiplicitu m(w) = 0.

Dendrické

Arnouxho-

Rauzyho

regularni
vymeény
intervalii

[ Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone: “Bifix codes and interval exchanges” (2015). ]
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Dendrické a neutrdlni jazyky

Priklad (neutralni, ale ne dendricky)

Jazyk pevného bodu 7(c“(a)) je (rekurentni) neutralni jazyk, ale neni dendricky (ani

acyklicky).
ar— ab ar— 12
o b — cda . b2
’ cr cd ’ c—3
d — abc d— 3
£(e)
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Plandrni dendrické jazyky

Necht <, a <, jsou dv§ uspofadani na A.

Pro jazyk £ a slovo w € L je graf £(w) kompatibilni vzhledem k <, a <, pokud pro
véechny (a, b), (¢, d) € B(w), mame

a<, c

= b<.d.
Ptiklad (Fibonacci, b <, aa a <, b)

&(a) £(b)
(2) () @ @—®
A A

@ ® @ O

Francesco Dorce (CVUT)

Bi-rozsifitelny jazyk L je planarni dendricky jazyk vzhledem k <, a <, na A pokud pro
libovolné w € L, je £(w) strom kompatibilni vzhledem k <, a <.

[m]

=

DENDRICKE JAZYKY A NAVRATOVA SLOVA

27. CERVNA 2021
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Plandrni dendrické jazyky
Priklad

Jazyk Tribonacciho slova neni planarni dendricky jazyk.

Vskutku, uvazujme rozsifeni grafti tfi zvlastnich slov €, a a aba.

&(e)
@)

&(a)
©

E(aba)

Francesco Dorce (CVUT)

[m]

=
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Plandrni dendrické jazyky

Priklad

Jazyk Tribonacciho slova neni planarni dendricky jazyk.
Vskutku, uvazujme rozsifeni grafti tfi zvlastnich slov €, a a aba.

(e E(a E(aba)

e a<, c<, b

A 8(5) E(e) 8(5)@ 8(6)@ 5(6)@ 8(5)@
> \/ a b 2l b 2 @ a @
<
OO ® © © e—a & © 00—
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Plandrni dendrické jazyky

Priklad

Jazyk Tribonacciho slova neni planarni dendricky jazyk.
Vskutku, uvazujme rozsifeni grafti tfi zvlastnich slov €, a a aba.

(e E(a E(aba)

e a c<< b = b<pc<ga or c<b<a

A 8(6) () 8(5)O 5(6)O 5(6)O 5(6)O

\v/ aa a b a b a [ a C

® O g ©©o—0 b o—0
X X X v X v
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Plandrni dendrické jazyky

Priklad
Jazyk Tribonacciho slova neni planarni dendricky jazyk.
Vskutku, uvazujme rozsifeni grafti tfi zvlastnich slov €, a a aba.

E(e) E(a) E(aba)
® ® @ © @
© © @ © @ ®
) © ® ® ©

e a c<< b = b<pc<ga or c<b<a

&(a) &(a)

(1) ©
© (© Oy
F— O,
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Plandrni dendrické jazyky

Priklad

Jazyk Tribonacciho slova neni planarni dendricky jazyk.
Vskutku, uvazujme rozsifeni grafti tfi zvlastnich slov €, a a aba.

&(e) &(a)

E(aba)

E(a)

L~
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X
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Plandrni dendrické jazyky

Priklad
Jazyk Tribonacciho slova neni planarni dendricky jazyk.
Vskutku, uvazujme rozsifeni grafti tfi zvlastnich slov €, a a aba.

E(e) E(a) E(aba)
@ ®
(© ©
® @)

e a c<< b = b<pc<pa

E(aba)
B
(O—=Xo)
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Plandrni dendrické jazyky

Priklad
Jazyk Tribonacciho slova neni planarni dendricky jazyk.
Vskutku, uvazujme rozsifeni grafti tfi zvlastnich slov €, a a aba.

E(e) E(a) E(aba)
@ ®
(© ©
® @)

e a c< b = b<pc<pa £

E(aba)
B
(O—=Xo)
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Mnozina L je jazyk pro regularni vyménu intervalovi tehdy a jen tehdy pokud je to
rekurentni planarni dendricky jazyk.

< <
a R b R c
( @ @ @ O
TYe - o ® O
C a
<L <L
&(e)
A
A ®)
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Rekurentni a steinomérné rekurentni slova

Jazyk L je rekurentni pokud pro viechny u,v € L existuje w € L takové, ze uwv je v L.

Priklad (Fibonacci)

X = abaababaabaababaababaabaababa - - -
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Rekurentni a steinomérné rekurentni slova

Definice
Jazyk L je rekurentni pokud pro viechny u,v € L existuje w € L takové, ze uwv je v L.

L je steinomérné rekurentni pokud pro kazdé slovo u € L existuje n € N takové, ze u je
faktorem kazdého slova délky n v L.

Priklad (Fibonacci)

X = abaababaab aaba baababaaba ababa- - -
4 4 4 4

FranceEsco DoLceE (CVUT) DENDRICKE JAZYKY A NAVRATOVA SLOVA 27. CERVNA 2021 19 /27



Rekurentni a stetnomérné rekurentni slova

Jazyk L je rekurentni pokud pro viechny u,v € L existuje w € L takové, ze uwv je v L.

L je steinomérné rekurentni pokud pro kazdé slovo u € L existuje n € N takové, ze u je
faktorem kazdého slova délky n v L.

> Arnoux-Rauzy

> regularni vymény intervali
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Rekurentni a stetnomérné rekurentni slova

Jazyk L je rekurentni pokud pro viechny u,v € L existuje w € L takové, ze uwv je v L.

L je steinomérné rekurentni pokud pro kazdé slovo u € L existuje n € N takové, ze u je
faktorem kazdého slova délky n v L.

> Arnoux-Rauzy

> regularni vymény intervali

Steinomérné rekurentni = Rekurentni. l
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Dendrické a neutrdalni jazyky

C(n) = (Card (A) —1)n+1

Dendrické

Arnouxho-

Rauzyho

Planarni
dendrické

rekurentni
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Dendrické a neutrdalni jazyky

C(n) = (Card (A) —1)n+1

Dendrické

Arnouxho-

Rauzyho e Fibonacci

Planarni
dendrické

rekurentni

e Tribonacci

e regularni VI
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Dendrické a neutrdlni jazyky

C(n) = (Card (A) —1)n+1

Dendrické

Arnouxho-

e Fibonacci

Rauzyho

? 2-kédovany Fibonacci

Planarni
dendrické

rekurentni

e Tribonacci

? 2-kédovany Tribonacci
e regularni VI

? 2-kédovany regularni VI
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Bifixové kody

Bifixovy kéd je mnozina B C A™ neprazdnych slov, ktera neobsahuje zadny vlastni prefix
nebo sufix svych prvki.

v/ {aa,ab,ba} X { pivnice, pivo, pivovar }
/" {aa,ab,bba, bbb} X { becherovka, beton, rovka }
v {ac,bcc,becbea} X { s, slivovice, vice }
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Bifixové kody

Bifixovy kéd je mnozina B C A™ neprazdnych slov, ktera neobsahuje zadny vlastni prefix
nebo sufix svych prvki.

Bifixovy kéd B C L je L£L-maximalni pokud neni vlastni podmnozinou zadného bifixového
kédu C C L.

Priklad (Fibonacci)

Mnozina B = {aa, ab,ba} je £L-maximalni bifixovy kéd.
Ale neni A*-maximalni bifixovy kéd, protoze B C B U {bb}.
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Bifixové kody

Bifixovy kéd je mnozina B C A™ neprazdnych slov, ktera neobsahuje zadny vlastni prefix
nebo sufix svych prvki.

Bifixovy kéd B C L je L£L-maximalni pokud neni vlastni podmnozinou zadného bifixového
kédu C C L.

Kédovaci morfismus pro bifixovy kéd B C A" je morfismus f : B* — A* ktery zobrazuje
bijektivné B na B.

Zobrazeni f : {u,v,w}" — {a,b}" je kédovaci morphismus pro B = {aa, ab, ba}.

ut— aa
f: v — ab
w — ba
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Bifixové kody

Bifixovy kéd je mnozina B C A™ neprazdnych slov, ktera neobsahuje zadny vlastni prefix
nebo sufix svych prvki.

Bifixovy kéd B C L je L£L-maximalni pokud neni vlastni podmnozinou zadného bifixového
kédu C C L.

Kédovaci morfismus pro bifixovy kéd B C A" je morfismus f : B* — A* ktery zobrazuje
bijektivné B na B.

Zobrazeni f : {u,v,w}" — {a,b}" je kédovaci morphismus pro B = {aa, ab, ba}.

ut— aa
f: v — ab
w — ba

Kdyz L je jazyk a B je £L-maximalni bifixovy kéd, mnozina f~1(L) se jmenuje
maximalni bifixové dekédovani L.
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Maximadlni bifizové dekodovani

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015)]

Trida jazyka pro regularni vymény intervalii je uzaviena na maximalni bifixové dekédovani.

neutralni

dendrické

Arnouxho-
Rauzyho

regularni
vymeény
intervald

FranceEsco DoLceE (CVUT) DENDRICKE JAZYKY A NAVRATOVA SLOVA 27. GERVNA 2021 22 /27



Mazximdlni bifizové dekodovdani

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015)]

Trida rekurentnich dendrickich jazyki je uzavfena na maximalni bifixové dekédovani.

neutralni

regularni
vymény
intervald
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Mazximdlni bifizové dekodovdani

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015); D., Perrin (2016)]

Trida rekurentnich neutralnich jazyki je uzaviena na maximalni bifixové dekédovani.

regularni

vymény

intervald
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Mazximdlni bifizové dekodovdani

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015); D., Perrin (2016, 2019)]

Tr¥ida rekurentnich neutralnich jazyki je uzaviena na maximalni bifixové dekédovani

e Fibonacci
regularni
vymény

intervald

e 2-kédovany Fibonacci
e Tribonacci

e 2-kédovany Tribonacci
Francesco Dorce (CVUT)
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Ndavratovad slova
(Pravé) navratové slovo k w v L je neprazdné slovo u takové, ze wu € £ ma w pouze
jako prefix a jako sufix, ale ne jako vnitfni faktor. Formalné,

R(w)={ue A" [wueLn (ATw\ A wA")}
Priklad (Fibonacci)

R(b) = {ab, aab}

p(a)” = abaababaabaababaababaabaababaabaab - - -
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Ndavratovd slova

(Pravé) navratové slovo k w v L je neprazdné slovo u takové, ze wu € £ ma w pouze
jako prefix a jako sufix, ale ne jako vnitfni faktor. Formalné,

R(w)={ue A" [wueLn (ATw\ A wA")}
Priklad (Fibonacci)

R(aa) = {baa, babaa}

p(a)” = abaababaabaababaababaabaababaabaab - - -

Francesco Dorce (CVUT)
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Mohutnost navratovich slov

Véta [Vuillon (2001)]

Necht £ je Sturmovsky jazyk. Pro kazdé w € £, mame

Card (R(w)) = 2.
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Mohutnost navratovich slov

Véta [Vuillon (2001); Balkova, Pelantova, Steiner (2008)]

Necht L je rekurentni neutralni jazyk. Pro kazdé w € £, mame

Card (R(w)) = Card (A).
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Mohutnost navratovich slov

Véta [Vuillon (2001); Balkova, Pelantova, Steiner (2008)]

Necht L je rekurentni neutralni jazyk. Pro kazdé w € £, mame

Card (R(w)) = Card (A).

Neutralni (dendricky) jazyk je rekurentni tehdy a jen tehdy kdyz je steinomérné rekurentni

Dikaz.. Rekurentni jazyk L je steinomérné rekurentni tehdy a jen tehdy kdyz R(w) je
koneény pro vsechna w € L.
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skldddni

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015),

Necht L je rekurentni dendricky (staéi jen souvisly) jazyk obsahujici abecedu .A.
Pro libovolnd w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skldddni

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015), Goulet-Ouellet (2021)]

Necht L je rekurentni dendricky (staci jen sufixovy-souvisly) jazyk obsahujici abecedu A.
Pro libovolnd w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skladdnt

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015), Goulet-Ouellet (2021)]

Necht L je rekurentni dendricky (staéi jen sufixovy-souvisly) jazyk obsahujici abecedu A.
Pro libovolna w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.

Priklad (Fibonacci, £ = {¢, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . ..})

v,
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skladdnt

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015), Goulet-Ouellet (2021)]

Necht L je rekurentni dendricky (staéi jen sufixovy-souvisly) jazyk obsahujici abecedu A.
Pro libovolna w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.

Priklad (Fibonacci, £ = {¢, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . ..})

M- =(a,b) =F4

v,
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skladdnt

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015), Goulet-Ouellet (2021)]

Necht L je rekurentni dendricky (staéi jen sufixovy-souvisly) jazyk obsahujici abecedu A.
Pro libovolna w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.

Priklad (Fibonacci, £ = {¢, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . ..})

. = (a,ba)

v,
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skladdnt

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015), Goulet-Ouellet (2021)]

Necht L je rekurentni dendricky (staéi jen sufixovy-souvisly) jazyk obsahujici abecedu A.
Pro libovolna w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.

Priklad (Fibonacci, £ = {¢, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . ..})

I = (a(ba)*ab)

v,
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skladdnt

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015), Goulet-Ouellet (2021)]

Necht L je rekurentni dendricky (staéi jen sufixovy-souvisly) jazyk obsahujici abecedu A.
Pro libovolna w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.

Priklad (Fibonacci, £ = {¢, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . ..})

G2(L) ~ Gi(L)

v,
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Rauzyho grafy

a Stallingsova skladdnt

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Rindone (2015), Goulet-Ouellet (2021)]

Necht L je rekurentni dendricky (staéi jen sufixovy-souvisly) jazyk obsahujici abecedu A.
Pro libovolna w € £, mnozina R(w) generuje volnou grupu F 4.

Priklad (Fibonacci, £ = {¢, a, b, aa, ab, ba, aab, aba, baa, bab, . ..})

G2(L) ~ Gi(L) ~ Go(L)

v,
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Veta o navratu

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Ridone (2015) ]

Necht L je rekurentni dendricky jazyk. Pro vsechna w € L je R(w) baze volné grupy
Fu.

Priklad (Fibonacci)

Mnozina R(b) = {ab, aab} je baze volné grupy. Vskutku,

|
&
o
o
o
&
L,

a
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Veta o navratu

Véta [Berthé, De Felice, D., Leroy, Perrin, Reutenauer, Ridone (2015) ]

Necht L je rekurentni dendricky jazyk. Pro vsechna w € L je R(w) baze volné grupy
Fu.

Priklad (Fibonacci)

Mnozina R(aa) = {aab, aabab} je baze volné grupy. Vskutku,

aab (aabab) ' aab
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